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2016考研数学考前必背：常考公式集锦（线性代数篇）

离考试还有最后几天，考试名师牛老师为考生整理了2016年数学考研考前必背常考公式集锦。希望对考生最后冲刺复习有所帮助。本文内容为线性代数的常考公式汇总。
1、行列式的展开定理
行列式的值等于其任何一行（或列）所有元素与其对应的代数余子式乘积之和，即
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推论：行列式的一行（或列）所有元素与另一行（或列）对应元素的代数余子式的乘积之和为零，即
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（注意[image: image7.wmf]A

的列数和[image: image8.wmf]B

的行数相等），定义矩阵[image: image9.wmf]()
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，称为矩阵[image: image11.wmf]A

与矩阵[image: image12.wmf]B

的的乘积，记作[image: image13.wmf]C=AB

.
如果矩阵[image: image14.wmf]A
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为矩阵[image: image16.wmf]A

的[image: image17.wmf]n

次幂.
不成立的运算法则
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3、设[image: image20.wmf]A
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阶方阵，那么当[image: image26.wmf]AB=E

或[image: image27.wmf]BA=E

时，有[image: image28.wmf]1

-

B=A


4、对单位矩阵实施一次初等变换得到的矩阵称之为初等矩阵.由于初等变换有三种，初等矩阵也就有三种：
交换单位矩阵的第[image: image29.wmf]i

行和第[image: image30.wmf]j

行得到的初等矩阵记作[image: image31.wmf]ij

E

，该矩阵也可以看做交换单位矩阵的第[image: image32.wmf]i

列和第[image: image33.wmf]j

列得到的.如[image: image34.wmf]1,3
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将一个非零数[image: image35.wmf]k

乘到单位矩阵的第[image: image36.wmf]i

行得到的初等矩阵记作[image: image37.wmf]()
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；该矩阵也可以看做将单位矩阵第[image: image38.wmf]i
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将单位矩阵的第[image: image41.wmf]i

行的[image: image42.wmf]k

倍加到第[image: image43.wmf]j

行上得到的初等矩阵记作[image: image44.wmf]()
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列的[image: image46.wmf]k

倍加到第[image: image47.wmf]i

列上得到的.如[image: image48.wmf]3,2
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注：

1）初等矩阵都只能是单位矩阵一次初等变换之后得到的.
2）对每个初等矩阵，都要从行和列的两个角度来理解它，这在上面的定义中已经说明了.尤其需要注意初等矩阵[image: image49.wmf]()
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看做列变换是将单位矩阵第[image: image50.wmf]j

列的[image: image51.wmf]k

倍加到第[image: image52.wmf]i

列，这一点考生比较容易犯错.
5、矩阵
[image: image53.wmf]A

最高阶非零子式的阶数称之为矩阵
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的秩，记为
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且
[image: image59.wmf]A

各行元素成比例；
4）设
[image: image60.wmf]A

为
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阶矩阵，则
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6、线性表出
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线性相关
设[image: image79.wmf]12
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不是线性相关的，则称该向量组线性无关.
与线性表出与线性相关性有关的基本定理
定理1：向量组[image: image86.wmf]12
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注：本定理也可以概括为“部分相关[image: image91.wmf]Þ

整体相关”或等价地“整体无关[image: image92.wmf]Þ

部分无关”.
定理3：若向量组[image: image93.wmf]12
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也线性无关.
定理4：已知向量组[image: image96.wmf]12
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线性表出.
定理5：阶梯型向量组线性无关.
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注：本定理在理论上有很重要的意义，是讨论秩和极大线性无关组的基础.定理内容也可以等价的描述为：若向量组[image: image104.wmf]12

,,...,

s

aaa

可以由向量组[image: image105.wmf]12

,,...,

t

bbb
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对于这种描述方式，我们可以把定理内容简单地记为：“多数被少数线性表出，则必相关.”
定理7： [image: image108.wmf]1
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个[image: image109.wmf]n

维向量必然线性相关.
7、线性方程组解的存在性
设[image: image110.wmf](
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的列向量，则线性方程组[image: image113.wmf]Axb
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有解
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线性表出；
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线性方程组解的唯一性
当线性方程组[image: image121.wmf]Axb
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有解时，[image: image122.wmf]Axb
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的解不唯一（有无穷多解）
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有非零解；
[image: image125.wmf]Û

向量组[image: image126.wmf]12

,,...,

n

aaa

线性相关；
[image: image127.wmf]Û

[image: image128.wmf](

)

12

,,...,

n

rn

aaa

<

；
[image: image129.wmf]Û

[image: image130.wmf](

)

rAn

<

.
注：

1）注意该定理成立的前提条件是线性方程组有解；也就是说，仅告知[image: image131.wmf](
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是不能得到[image: image132.wmf]Axb
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有无穷多解的，也有可能无解.
2）定理2是按照[image: image133.wmf]Axb
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有无穷多解的等价条件来总结的，请考生据此自行写出[image: image134.wmf]Axb
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有唯一解的条件.
8、特征值和特征向量：设[image: image135.wmf]A

为[image: image136.wmf]n

阶矩阵，[image: image137.wmf]l

是一个数，若存在一个[image: image138.wmf]n

维的非零列向量[image: image139.wmf]a

使得关系式[image: image140.wmf]A

ala

=
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是矩阵[image: image142.wmf]A

的特征值，[image: image143.wmf]a

是属于特征值[image: image144.wmf]l

的特征向量.
设[image: image145.wmf]E
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称为矩阵[image: image148.wmf]A

的特征多项式.
注：

1）要注意：特征向量必须是非零向量；
2）等式[image: image149.wmf]A
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由上述讨论过程可知：[image: image161.wmf]l

是矩阵[image: image162.wmf]A
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的特征向量都是齐次线性方程组[image: image166.wmf](
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3）由于[image: image167.wmf]EA
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个根（包括虚根），也即[image: image171.wmf]n

阶矩阵有[image: image172.wmf]n

个特征值；任一特征值都有无穷多特征向量
9、矩阵的相似对角化
定理1：[image: image173.wmf]n

阶矩阵[image: image174.wmf]A

可相似对角化的充要条件是矩阵[image: image175.wmf]A

存在[image: image176.wmf]n

个线性无关的特征向量.同时，在等式[image: image177.wmf]1
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中，对角矩阵[image: image178.wmf]L

的元素为[image: image179.wmf]A

的[image: image180.wmf]n

个特征值，可逆矩阵[image: image181.wmf]P

的列向量为矩阵[image: image182.wmf]A

的[image: image183.wmf]n

个线性无关的特征向量，并且[image: image184.wmf]P

中特征向量的排列顺序与[image: image185.wmf]L

中特征值的排列顺序一致.
推论：设矩阵[image: image186.wmf]A

有[image: image187.wmf]n

个互不相同的特征值，则矩阵[image: image188.wmf]A

可相似对角化.
定理2：[image: image189.wmf]n

阶矩阵[image: image190.wmf]A

可相似对角化的充要条件是对任意特征值[image: image191.wmf]l

，[image: image192.wmf]l

线性无关的特征向量个数都等于[image: image193.wmf]l

的重数.
推论：[image: image194.wmf]n

阶矩阵[image: image195.wmf]A

可相似对角化的充要条件是对任意特征值[image: image196.wmf]l

，[image: image197.wmf](
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的重数.
10、设[image: image199.wmf]A

为实对称矩阵（[image: image200.wmf]T
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），则关于[image: image201.wmf]A

的特征值与特征向量，我们有如下的结论：
定理1：[image: image202.wmf]A

的所有特征值均为实数，且[image: image203.wmf]A

的的所有特征向量均为实数.
定理2：[image: image204.wmf]A

属于不同特征值的特征向量必正交.
定理3：[image: image205.wmf]A

一定有[image: image206.wmf]n

个线性无关的特征向量，即[image: image207.wmf]A

可以对角化.且存在正交矩阵[image: image208.wmf]Q
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为矩阵[image: image211.wmf]A

的特征值.我们称实对称矩阵可以正交相似于对角矩阵.
11、如果二次型[image: image212.wmf]11
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如果二次型[image: image215.wmf]T
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为二次型[image: image218.wmf]T
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的合同标准形。
利用正交变换法求二次型的合同标准形
由于实对称矩阵是可以正交相似对角化的，也即存在正交矩阵[image: image219.wmf]Q

及对角矩阵[image: image220.wmf]L

，使得[image: image221.wmf]1
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。而求二次型的合同标准形就是求可逆矩阵[image: image222.wmf]C

以及对角矩阵[image: image223.wmf]1
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，对比可知，我们可以将可逆矩阵[image: image225.wmf]C

取成[image: image226.wmf]Q

，此时[image: image227.wmf]1
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就等于[image: image228.wmf]L

。
正交矩阵[image: image229.wmf]Q

及对角矩阵[image: image230.wmf]L

的求法我们在上一章有详细的介绍，这里不再赘述。正交变换法是求二次型合同标准形的主要方法，考生要熟练掌握。
需要注意的是，二次型的合同标准形是不唯一的，但通过正交变换法求得的标准形是唯一的（不考虑排列次序的话），标准形中平方项的系数均为矩阵[image: image231.wmf]A

的特征值，同时正交矩阵[image: image232.wmf]Q

的列向量都是矩阵[image: image233.wmf]A

对应的特征向量。可见，正交变换法是联系二次型与上一章内容的纽带，结合特征值特征向量的考题是本章的重要考点。
12、设[image: image234.wmf]A

为实对称矩阵，[image: image235.wmf]n

元实二次型[image: image236.wmf]12
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对任意非零的[image: image238.wmf]n
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[image: image242.wmf]A

的正惯性指数为[image: image243.wmf]n

；
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[image: image245.wmf]A

的特征值全大于零；
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[image: image247.wmf]A

的合同规范形为[image: image248.wmf]E

；
[image: image249.wmf]Û

存在可逆矩阵[image: image250.wmf]P

使得[image: image251.wmf]T
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[image: image252.wmf]Û

[image: image253.wmf]A

的所有顺序主子式全大于零；
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